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Approximation of Three-Center Nuclear Attraction Integrals 
in LCAO-MO-Methods for Coordination Compounds 

At the calculation of non-diagonal elements in LCAO-MO-methods for coordination com- 

p~ nuclear attracti~176 Z. ~ Z@ wegiveasimplemeth~ 

for the approximate calculation of these integrals which is based on the high symmetry of the coordina- 
tion compounds. The three-center integrals are reduced to a sum of few special two-center integrals. 

Bei der Berechnung der Nichtdiagonalelemente in LCAO-MO-Verfahren fiJr Koordinations- 

( ' )  verbindungen treten Dreizentren-Kernanziehungsintegrale vom Typ Z. ~ Xb auf. Wir geben ein 

einfaches Verfahren zur n/iherungsweisen Berechnung dieser Integrale an, das auf der hohen Symmetrie 
der Koordinationsverbindungen beruht. Die Dreizentrenintegrale werden auf eine Summe yon 
wenigen speziellen Zweizentrenintegralen zufiickgeffihrt. 

1. Einleitung 

Das yon Wolfsberg u. Helmholz [1] angegebene Verfahren zur Berechnung 
von Ubergangsmetallkomplexen wurde mannigfach modifiziert und kritisch 
untersucht, um seine M~ingel und seinen Anwendungsbereich kennenzulernen. 
Es zeigte sich, dab die Resultate stark von den gew~hlten Parametern abh~ingen; 
das Problem der Reihenfolge und des Metall-Ligand-Charakters der Orbitale 
beim Permanganat-Ion ist dafiir typisch (siehe etwa [2]). Will man die Rechnungen 
auf eine theoretisch fundiertere Stufe heben, so muB man nichtempirische Ver- 
fahren anstreben. Dies erfordert die Berechnung der Matrixelemente. W~ihrend 
die Behandlung der auftretenden Ein- und Zweizentrenintegrale keine prinzipiellen 
Schwierigkeiten bereitet, ist die der Drei- und Vierzentrenintegrale auBerordentlich 
kompliziert und zeitaufwendig. Im allgemeinen werden sie vernachl~issigt, durch 
Hilfsformeln berficksichtigt oder mit Hilfe der Mulliken-N~iherung [31 auf Zwei- 
zentrenintegrale zurfickgef'tihrt. Fenske et al. [4] berechneten auch Dreizentren- 
integrale und konnten die Unzulgnglichkeit der einfachen Hilfsformeln fiir die 
Nichtdiagonalelemente zeigen [5]. 

Fiir exaktere, ,,parameterfreie" Verfahren mfissen also Mehrzentrenintegrale 
berechnet werden. Das schr~inkt die allgemeine Anwendung solcher Verfahren 
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ganz wesentlich ein. Wir beschreiben in der vorliegenden Arbeit ein bereits kurz 
vorgestelltes [6] Verfahren zur n~iherungsweisen Berechnung der Dreizentren- ( ' )  Kernanziehungsintegrale vom Typ Z, ~ Zb in Komplexmolekfilen, das sich 

die hohe Symmetrie dieser Molekiile zunutze macht. Es ffihrt die Dreizentren- 
Kernanziehungsintegrale auf Zweizentrenintegrale zurfick und ermiSglicht da- 
durch eine breitere Anwendung exakterer Methoden. 

2. Die Dreizentren-Kernanziehungsintegrale 
F fir das Nichtdiagonalelement zwischen den Atomorbitalen Xk' am Liganden 

k' und XM am Zentralion M schreiben wir 

(z~, I nlzM) = (z~, I - ~ A + VMI zM) + Z (~, I V~l ZM) + (z~, L V~, I zM). 
kCk' 

Eine ausftihrliche Diskussion der einzelnen Teile des Hamiltonoperators im 
Hinblick auf ihre Verwendung in den Matrixelementen findet man bei Fenske 
et al. [4]. Das Potential Vk der Liganden k im zweiten Term des obigen Ausdrucks 
l~iBt sich in guter N~iherung als Punktladungspotential auffassen: 

~ (Xk'lVk[ZM) = ~ ()/k'--qk ) 
k*k' k@k' ~ ~(M " 

(1) 

Das ist eine Summe von L -  1 Dreizentren-Kernanziehungsintegralen; Lis t  die 
Anzahl der Liganden. 

Wir spalten nun die Summe (1) nicht in Einzelintegrale auf, wie es gew6hnlich 
getan wird; bei den hochsymmetrischen Anordnungen, an denen wir interessiert 
sind, ist es zweckm~iBig, die Summe (1) als Ganzes zu behandeln. Zun~ichst formen 
wir (1) identisch urn zu 

Die Summe fiber k enth~ilt jetzt auch das Glied k = k', das rechts wieder subtrahiert 
wird. Dieses Glied ist ein simples Zweizentrenintegral, das lediglich als HilfsgdSBe 
dient. Es ist kein Zweizentren-Kernanziehungsintegral im Sinne von (1), da f'fir den 
Zweizentren-Fall die Punktladungsn~iherung nicht anwendbar ist. Ffir die Summe 
in (2) schreiben wir 

Jede Punktladung hatte bisher ihr eigenes Koordinatensystem. Ab jetzt ver- 
wenden wir jedoch ein einheitliches Koordinatensystem mit dem Ursprung am 
Ort des Zentralions M. Drficken wir das Potential V in diesem Koordinatensystem 
aus, so haben wir die Mehrzentrenintegrale in (3) formal schon aufein Zweizentren- 
integral zurfickgeftihrt. 
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3. Das Potential der Liganden 

Durch die identische Umformung yon (1) in (2) haben wir das Ligandenfeld- 
potential V (das Potential aller Liganden) in die Betrachtung einbezogen. Dadurch 
k6nnen wir jetzt den Formalismus der Ligandenfeldtheorie anwenden 1 

Das Potential von L Punktladungen --qk an den Orten R k =(Rk, Ok, ~k) 
(Koordinatenursprung am Ort des Zentralions) ist am Aufpunkt r = (r, 0, q)) 

L 

v(r)= Z -qk 

Nimmt man die Ladungen -qk  und die Abst/inde R k der Liganden vom Zentral- 
ion als gleich an (qk =q und Rk = R fiir alle k) und entwickelt [Rk - r  I- t in der 
tiblichen Weise nach Kugelfl~ichenfunktionen, so erh~ilt man 

f f +4 4~ r~ Y4~(O, (p) Y*~(Ok, ~k) v(r )=-q  Z 22+1 
k=l  2=0 u = - 2  

Ftir das Potential innerhalb einer Kugel mit dem Radius R gilt (mit r< = r und 
r> = R) 

4~ r 4 
z 22 T 7 -2 +1 R 4 + l  

Mit diesem Potential arbeitet die Ligandenfeldtheorie, da die Aufenthaltswahr- 
scheinlichkeit der 3d-Elektronen des Zentralions auBerhalb R vernachl~issigt 
werden kann. Wir ben6tigen das Potential V jedoch zur Bildung der Matrix- 
elemente (3) zwischen Metall- und Ligandfunktionen, d. h. wir miissen auch das 
Potential auBerhalb R beriicksichtigen (r< =R ,  r> = r): 

4re R 4 
V"U~(r)=-q~ ~ ~ 2 2 + 1  r 4+1 Y4"(O'(P) Y*~(Ok'q)k)" 

k 4 

Wir fassen V in" und V au~ zusammen zu 

V(r) = O(R - r) vin'(r) + O ( r -  R) V""~(r) . 

Dabei ist O eine Sprungfunktion, definiert dutch 

O ( x ) = { ;  fiir x > 0  
fiir x < 0 .  

V(v) wird damit zu 

4n [ r 4 R 4 ] * 
V(r)= - q ~  2 ~ 22+  1 - ~  -4TO(R-r)+ r-~ i-O(r-R) Y4~(O'q~) Yi~(Ok'CI)k)" 

k X 

Das schreibt man zweckm~iBig als 

+4 [ R24+1  ] 
V(r)= 2., Z A4, r40(R-r )  + ~.-2~-rO(r-R)l g4do, (4) [ 2=0 ~ = - 4  E J 

1 Wir lehnen uns eng an das Buch von Schliifer und Gliemann ,,Einftihrung in die Ligandenfeld- 
theorie" [7] an, benutzen insbesondere im wesentlichen die dortige Bezeichnungsweise. 
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mit  
4n  L 

A ~  ~1 Y*~(Ok' Ck). (5) 
Rxq+ 1 22 + 1 k= 

Im Falle hochsymmetr ischer  L igandenanordnungen  reduziert sich die Anzahl  
der Summenglieder in (4). Wir  greifen den Fall eines oktaedrischen Liganden- 
feldes heraus, d .h .  wir bet rachten das Potent ial  von L = 6 Punkt ladungen  - q ,  
die sich im Abstand R vom Zentral ion an den Ecken eines regul~iren Oktaeders  
befinden. D a  das Potential  (4) invariant  beziJglich aller Symmetr ieoperat ionen 
der Oktaedergruppe  sein muB, bleiben nur  folgende Terme der Potentialent-  
wicklung: 

I R O(r-R)] Y~176 V(r) = Aoo r ~ O(R - r) + 

[ R 9 1 
+ 

- t -  " ' "  

mit 
A o o = - 1 2 ~ q / R ,  A 4 o = - 7 ] ~ q / 3 R  5. (6) 

Der  Ausdruck  kann  weiter vereinfacht werden, wenn man  bedenkt,  dab das 
Potential  in Matr ixelementen mit Zk, und  )~M verwendet  wird. Die Integrat ion 
fiber q~ liefert nur  dann  einen nichtverschwindenden Wert,  wenn z = 0 ist. Dami t  
bleibt nur  

[ R O(r-R)] Y~176 V(r) = Aoo r ~ O(R - r) + r -  

+ A4o r 40(R - r) + ~ -  O(r - R) Y4o (7) 

als wirksamer Teil der Entwicklung. Mit  diesem Potential  werden wir im folgenden 
arbeiten. In der vorliegenden Arbeit  betrachten wir nur  die Glieder mit 2 _< 4 z. 

4. Zur Berechnung yon Zweizentrenintegralen 

Aus Grfinden der Bezeichnungsweise muB zun~ichst einiges zur Berechnung 
yon  Zweizentrenintegralen in elliptischen Koord ina ten  gesagt werden. Sind 
(ra, 0,, ~aa) die Koord ina ten  eines Punktes  bezfiglich eines Zentrums a und 
fib, Oh, %) diejenigen beziiglich eines Zent rums b, so sind die elliptischen Ko-  

2 Wir bemerken, dab in der Ligandenfeldtheorie die zus~itzliche Bedingung ~. < 4 gilt. Das Potential 
wird dort in Matrixelementen (3d I V 13d) verwendet, die als Faktor ein Integral fiber drei Kugel- 
fl~ichenfunktionen enthalten. Allgemein ist aber (Yl~l Y~I YVm') nut dann yon Null verschieden, wenn 
l + I' + 2 gerade und II - l'1 < 2 __< I1 + 1' I ist. Fiir den Fall der Ligandenfeldtheorie (1 = 1' = 2) liefert das 
2 ~ 4. Fiir unsere Zwecke ist dieser Satz nicht anwendbar. Wir brauchen V zur Bildung yon Matrix- 
elementen zwischen Metall- und Ligandfunktionen, d.h. die enthaltenen Kugelfl~ichenfunktionen 
gehSren zu verschiedenen Zentren; dann gilt aber der Satz nicht mehr. 
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ordinaten 2, #, cp definiert als 

1 1 
2 = ~ (ro + rb), # = ~ (ra -- rb) , ~o = q~. = q9 b 

mit 1 < 2 < o o ,  - - 1 < # <  +1 und 0<q~<2rc. 
Bildet man mit Slater-Atomorbitalen 

Z,,,, : V ( ~ ) v  \ a 0 / a o 

Uberlappungsintegrale und geht zu elliptischen Koordinaten fiber, dann erh/ilt 
man nach Integration fiber q~ die bekannten Formeln von Mulliken et al. [8-I, 
Jaff6 und Doak [9, 10]. Als willkiirliches Anschauungsbeispiel dient 

(2p~ I is) = ~ p~(1 + t) 5/~ (1 - @/2 [ff~ (1 +,~a) (,~z _ #2)e-VZe-Vtu d2 d/~] 

_- 1 p4(1 + t)5/2 (1 - 0 3/2 [A 3 B 1 + A2 Bo - A a B3 - Ao B2] 
mit 

und 

+1 
Ak(p)= 2ke~PZd2 und Bk(Pt)= ~ I~ke-PtUd# 

1 - 1  

p= �89 R---(~a + ~b), t= 
~ - ~ 

ao ~a -}- ~b 

(9) 

Wir verwenden fiir alle analogen Formeln die pauschale Schreibweise 

(nal, ma[nblbmb)=F(nalam~,nblbmb;p,t)[nalama, nblbmb;p, pt  ] . (10) 

Die Faktoren F ( n , l  am" ,n  bl b m b ; p , t )  sind Funktionen yon p und t. 
[n , l ,m, ,  n blbmb;p, p t] bezeichnet Integrale fiber 2 und/~; die Integranden sind 
Polynome in 2 und #, multipliziert mit Exponentialfunktionen. Sie lassen sich 
in den Hilfsintegralen (9) ausdrficken; dann sind die [n~l,m~,nblbmb;p, pt  ] 
Summen von Produkten Ak(p)Bl(pt  ). 

Wir werden im folgenden immer ffir die Ligandfunktionen das Zentrum a und 
ftir die Metallfunktionen das Zentrum b verwenden. Eine solche Vorschrift ist 
nicht tiblich; im allgemeinen k/Snnen natfirlich die Zentren willktirlich gew~ihlt 
werden. Ftir unsere Zwecke macht sich jedoch eine einheitliche Festlegung 
erforderlich. 

5. Das N~iherungspotential 

Die Zweizentrenintegrale (Zk' [ V [ZM) in (3) enthalten das exakte Potential (7). 
In dieser Form l~iBt sich das Potential nicht in geschlossener Weise durch elliptische 
Koordinaten ausdriicken, und der obige L6sungsformalismus (Zuriickftihren auf 
die leicht zug~inglichen Hilfsintegrale (9)) ist nicht anwendbar. Wir wollen nun 
aber gerade eine solche Gestalt fiir V suchen, dab das m6glich wird. Dazu miissen 
wir die Sprungfunktionen in (7) beseitigen und geschlossene Ausdrficke ffir die 
Klammern suchen. 

Betrachten wir aber zun/ichst die Kugelfl/ichenfunktionen in (7): Yo0 ist nur 
eine Konstante; aus der zweiten Klammer ziehen wir r 4 heraus, denn r 4 Y4o l~iBt 
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sich als Polynom in 2 und # schreiben: 

3 1 r~(8cos40b_24cos20bsin20b+3sin40b) r~Y4o= 16 [/~ 

=y4 V4 
mit 3 1 ( 2 ) 4  

Y4-  16 ] /~ (11) 
und 

V4 = 8(1 - ).#)4 _ 24(1 - 2#) 2 (22 - 1) (1 - #2) + 3(22 _ 1)z (1 - #z)2. (12) 

(Es sei daran erinnert, dab die Metallfunktionen und somit auch das Potential V 
zum Zentrum b geh6ren sollen.) 

Dann bleiben 

R 9 

Der gesuchte Ausdruck for diese Klammern kann Potenzen yon r enthalten; 
[ \ R  i 

in elliptischen Koordinaten ergibt das ~ - )  (2 - #)i. Wir k6nnen deshalb Polynome 

in r als N~herungsausdriicke ffir die Klammern ansetzen: 

n o  /14 

Z bo, r' und 2 b4,r'" 
i=0 i=0 

In der vorliegenden Arbeit haben wir zun~ichst quadratische Polynome verwendet, 
d. h. no = n4 = 2; h/Shere Potenzen vergr/SBern den Rechenaufwand. 

Eine wesentliche Verbesserung ohne Mehraufwand erreicht man aber 
durch einen Faktor e-  a'. Damit kann der Abfall des Potentials fiir r > R auf Null 
gut angen~ihert werden. Beim ~bergang zu elliptischen Koordinaten wird dieser 
Faktor yon den Exponentialfunktionen in (10) mit aufgenommen (siehe sp~iter, 
Abschn. 7). 

Wir setzen damit far das Potential (7) folgende N~iherung an: 

V(r) = Aoo[e-a~ o + bol r + 1)o2 r2)l ]Zoo 

-4- A4o[e-a4r(b4o -t- 1)41 r -t- b42 r2)]/.4 ]14o (13) 

Die Koeffizienten rio, boi, a4 und b4i sind so zu bestimmen, dab (13) mit (7) best- 
mSglich iibereinstimmt. 

6. Bestimmung der Koeffizienten des N/iherungspotentials 

Zur Bestimmung der Koeffizienten in (13) verwenden wir die Methode der 
kleinsten Quadrate. Ftir die erste Klammer fordern wir, dal3 das Integral 

M= ~ e-~a~ - -  O(R-r )+  - - O ( r - R )  dr 
o F 

einen minimalen Wert annimmt. 
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Das Potential V wird in Matrixelementen (Xk, IV[zu) verwendet. Da unser 
Ziel die n/illerungsweise Berechnung dieser Integrale und nicht die des Potentials 
ist, miil3ten wir die Ausdrticke im Integranden von M eigentlich mit dem r-ab- 
h~ingigen Teil des Produkts )~k'ZM wichten. Dann wtirde aber fiir jedes spezielle 
Funktionenpaar ~(~,, ZM ein neues Problem entstehen. Wir verwenden deshalb 
einheitlich fiir alle Zk', Zr~ fiir 0 < r < 3 R das Gewicht 1 und ffir r > 3 R das Gewicht 0 
(dort verschwjndet das Produkt Zk" 7.M im wesentlichen). Wir versuchen also, im 
Intervall 0 < r < ~ R das Potential (13) m6glichst gut an (7) anzun/ihern, um damit 
auch gute Ubereinstimmung der Matrixelemente zu erzielen. 

Das Extremalproblem liefert ein nichtlineares Gleichungssystem fiir die 
optimalen Koeffizienten 4o,/~oi. Durch Ubergang zu neuen Koeffizienten 

ao = ~ -  40, boi = boi (14) 

kann man erreichen, daf3 die Gleichungen R nicht mehr explizit enthalten. Man 
braucht also das Extremalproblem nur einmal zu 16sen; das Ergebnis gilt fiir jeden 
Metall-Ligand-Abstand R. Die optimalen Koeffizienten sind 

a o = 0,981, 

boo = 1,0478, 

b o l  = 0,5485, (15) 

bo2 = 1,1288. 

Die Beziehungen zu den eigentlichen Potentialkoeffizienten 4o, boi sind durch (14) 
gegeben. 

Wir bestimmen nun die Koeffizienten der zweiten Klammer in (13). Dazu ver- 
wenden wir das Integral 

M =  ~ e-a'r(D4or4+l)41rS+b42r6 ) -  r 4 0 ( R - r ) + T g - O ( r - R )  dr. 
o 

Den Faktor r 4 im Potential (7) und (13) k6nnen wir als Gewicht verwenden, da er 
keine Schwierigkeiten bereitet; im iibrigen gelten die Bemerkungen zum ersten 
Problem. Wir benutzen den gleichen L6sungsformalismus wie oben, d.h. wir 
ffihren die R-unabh~ingigen Koeffizienten 

R 
a4 = ~ -  44, b4i = b4i (16) 

ein. Als optimale Werte erhalten wir 

Einen Vergleich zwischen 

a 4 = 4,012, 

b~o= 1025,7, 

b41 = -2516,3,  

b42 = 1482,0. 

den korrekten 

(17) 

N~iherungen in (13) zeigt die Fig. 1. Man sieht, dab das Potential (7) mit dem 
Ansatz (13) gut angen~ihert werden kann. 
23 Theoret. chim, Acta (Berl.) Vol. 25 

Potentialtermen in (7) und den 
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rm 

\ 

3 I 
0 R ~R 

Fig. 1. Vergleich zwischen den exakten Termen der Potentialentwicklung und den Niiherungen mit 
den Koeffizienten (15) und (17) 

7. Die Integrale (gk, I V [ZM) 

Wir sind nun - mit dem Potentialausdruck (13) - in der Lage, die Integrale 
(Zk" [ V IZM) in (3) in geschlossener Form in elliptischen Koordinaten auszudriicken 
und auf die Hilfsintegrale (9) zufiickzufiihren. Allgemein schreiben wir 

(Za I V IZb) = 0G [Aoo [e-~orb (~00 + bol rb + b o2 r2)] Yoo ]Zb) 

+():ol&o[e-~'~(b4o +b, trb +b,zr~)]r'~ Y4olZb) (18) 
- ~  , . .  , 

Diese Ausdriicke zerfallen in Einzelintegrale, die r~ als Faktor enthalten. Da die 
, -1  enthalt (zufolge (8)), so Funktion Zb zur Hauptquantenzahl n die Potenz r b 

bewirkt der Faktor r~ eine formale Erh/Shung der Hauptquantenzahl yon )~b um i 
(bei unveriindertem Orbitalexponent). 

Beim Ubergang zu elliptischen Koordinaten wird aus jedem r b ein 2 -  (2 - #). 

r~ Y4o = Y4 V4 ist in (11) und (12) gegeben. Analog dazu schreiben wit auch f'tir die 
Konstante Yoo 

Yoo=yoVo,  mit y o = l / 2 l / ~  und }1o=1. 

Wir betrachten nun die Exponentialfunktionen in (18). Ihr Produkt mit den 
Exponentialfunktionen aus )G und Zb ergibt 

exp { - 4  R ( 2 - # ) }  exp { - 0 2 }  exp { - p t # }  = exp { - ( p  + a)2} e x p { - ( p t - a ) # } .  
(19) 

Die Einfiihrung yon e -at in den N~herungsausdruck (13) bewirkt also lediglich 
eine Verschiebung der 0- und pt-Werte. 
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In einer Schreibweise, entsprechend der bei den ~berlappungsintegralen in 
Abschn. 4 eingefiihrten, wird damit aus (18) 

(n.lam.] V]nblbmb) 

= AooYo ~ boiF(nal.m.,nblbmb;p,t)[naIam.,(nb+i)Ibmb;P+ao,pt--ao](20) 
i = 0  

+ A4oy~ ~ b~iF(nal~ma, nblbmb;p,t)[n.l.ma, V4,(nb+i)Ibmb;p+a4, pt--a4] 
i=O 

-}- . . . .  

Ziehen wir aus Aaoy a einen Faktor 

symmetrietypische Vorfaktoren s x -  

und (11) 
So =6 ,  

- q / R  heraus, so erhalten wir konstante, 
R 

- - --A)~ o y~. Fiir das Oktaeder wird mit (6) 
q 

v (21) $ 4 - -  2 5 6 "  

Damit nimmt (20) folgende endgfiltige Form an: 

q F(n.l.m~, t) (nal.ma[V[nblbmb)-= -- - ~  nblbmb;P, 

X So ~ boi[nalama,(nb+i)Ibmb;p+ao, pt--ao] (22) 
i = 0  

2 

+ $4 Z b4i [n~ I a ma, V4,  (n b + i) lb mb; P + a4, pt -- a4] 
i = 0  

+ .-'}. 

Der Faktor F(nal.m.,nblbmb;p,t ) hat die gleiche Gestalt wie bei den fJber- 
lappungsintegralen. [n.l .m.,  (n b + i) lbmb; p + ao, pt -- ao] hat ebenfalls die gleiche 
Gestalt wie bei den f3berlappungsintegralen, lediglich die Exponentialfunktionen 
/indern sich gem~iB (19), d. h. die Hilfsintegrale (9) sind zu bilden als Ak( p + ao) und 
Bk(pt -- ao). [ n a l a m a ,  V 4,  (nb+ i)Ibmb; p + a4, pt - a4] hat, als Integral fiber 2 und # 
ausgedrtickt, eine Form wie in den Formeln (10), nur werden alle Integranden mit 
(12) multipliziert; die Hilfsintegrale sind zu bilden als Ak(p + a4) und Bk(p t -  a4). 

Man sieht in (19) und (20), dab die R-abh~ingigen Koeffizienten C~o, {)oi, a4 
und b4i beim fJbergang zu elliptischen Koordinaten gerade so mit Potenzen von 
R/2 multipliziert werden, dab die R-unabh~ingigen Koeffizienten (14) und (16) 
entstehen. Ffir die Berechnung der Matrixelemente (Zk' [ V IZM) werden also nicht 
die im Potentialansatz (13) befindlichen R-abh~ingigen Koeffizienten verwendet, 
sondern die R-unabhiingigen Koeffizienten (14) und (16) mit den ftir alle F~ille 
konstanten Werten (15) und (17). 

Mit (22) als N~iherungsausdruck ffir (3) k6nnen also die Dreizentren-Kern- 
anziehungsintegrale (1) in den Nichtdiagonalelementen auf Zweizentrenintegrale 
zuriickgeffihrt werden, die nicht schwieriger handhabbar sind als fJberlappungs- 
integrale. 
23* 
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8. Genauigkeit des N~iherungsverfahrens 

Da uns kein Rechenprogramm fiir Dreizentrenintegrale zur Verftigung stand, 
iJberpriiften wir die Genauigkeit der Niiherung (22) an den yon Fenske, Caulton, 
Radtke und Sweeney [4] durchgeftihrten Berechnungen der Dreizentren-Kern- 
anziehungsintegrale beim [TiF6] 3-. In Tabelle 3 yon [4] sind die Werte tier Inte- 
grale (Xk' [rk ~ [ X~ t'tir die bei der Behandlung des [TiF6] 3- beniStigten Funktionen 
Xk' und )~M gegeben. Die Werte ftir die Dreizentrenintegrale (k ~ k') haben wir 
addiert zu 

1 

Das entspricht, bis auf -qk, dem Ausdruck (1) in den Nichtdiagonalelementen. 
Mit der Niiherungsformel (22) fiir den ersten Term in (2) berechneten wit 

1 (Xk, l r k _ ~ .  Iapprox = -- --q (Zk'l V IZM)- 1 XM) (24) 

Um mit/exakt vergleichen zu k6nnen, benutzten wir die gleichen Basisfunktionen 
Xk' und X~a wie in [4], Ti2+-Funktionen yon Richardson et al. [11, 12] und F- -  
Funktionen yon Sugano und Shulman [13]. Die ftir l,pprox berechneten Werte 
werden in der Tabelle 1 mit den exakten verglichen. 

Die (3bereinstimmung ist - unter Beachtung der fiir I,pprox gemachten An- 
nahmen und Vernachliissigungen, besonders beziiglich der Gewichte in Abschn. 6 
- iiberraschend gut. 

Es gibt zwei M/Sglichkeiten zur Verbesserung des Verfahrens. Einmal kann 
man die Potentialterme durch h/Shere als quadratische Polynome anniihern. Jeder 
optimale Koeffizientensatz boo .... , b0,o bzw. b4o .... , b4,4 erfordert die (einmalige) 
L6sung eines Extremalproblems in der in Abschn. 6 angegebenen Weise. Eine 
zweite M6glichkeit zur Steigerung der Genauigkeit besteht in der Beriicksichtigung 
hiSherer Glieder der Potentialentwicklung (7). Dazu mtissen (wiederum einmalig) 
Koeffizientens~itze b6i , bsi, ... berechnet werden. Die Formel (22) wird ent- 
sprechend erweitert; d.h. die Anzahl der entstehenden Zweizentrenintegrale 
steigt. Gegenw~irtig untersuchen wir systematisch den Einflul3 dieser beiden Wege. 

Tabelle 1. Vergleich der n~iherungsweise berechneten Integrale mit den exakten Werten von Fenske 
et al. [4] 

/exakt lapprox d A (%) 

(2s I V[4s) 6,083 5,871 - 0,212 - 3,5 
(2s I V I4ptr ) 9,632 9,239 - 0,393 - 4,1 
(2s V 3dtr) 3,989 3,809 -0,180 -4 ,5  
(2ptr V[4s) 4,769 4,805 +0,036 +0,8 
(2p a] V 14ptr) 5,395 5,427 + 0,032 + 0,6 
(2ptr] V[3da) 3,703 3,708 + 0,005 + 0,1 
(2pn [ V I4 p ~z) 5,465 5,435 - 0,030 - 0,5 
(2p~ I V 13d~) 3,120 3,129 + 0,009 + 0,3 
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9. Anwendungsmiiglichkeiten 

Die N~iherungsformel (22) mit den Koeffizienten (15) und (17) wurde zun~chst 
nur ftir sechs oktaedrisch angeordnete Punktladungen - q abgeleitet. Sie gilt aber 
unver~indert auch ftir vier tetraedrisch angeordnete Punktladungen, da sich die 
Form der Potentialentwicklung (7) nicht ~indert. Mit 

Aoo(Tetr.) = - 8 ]//~ q/R, A~o(Tetr. ) = 28 1/~ q/27R 5 (25) 

erh~ilt man lediglich andere symmetrietypische Koeffizienten 

7 (26) So=4 ,  s4=  - 5 7 6 .  

Ftir vier Punktladungen an den Ecken eines Quadrates (D4h-Symmetrie) ist in der 
Potentialentwicklung (4) auch A2o ~0 .  Das erfordert die Bestimmung eines 
optimalen Koeffizientensatzes b2o, b21, ... ; die N~iherungsformel (22) ist um ein 
Glied 

n2 

s2 ~ b2i[nalam,, 1/2, (nb+ i)lbmb; P + a2, pt -- a2] 
i = 0  

zu erweitern. 
Das angegebene N~iherungsverfahren fiir die Dreizentren-Kernanziehungs- 

integrale eignet sich naturgem/il3 - Entwicklung des Ligandenfeldpotentials nach 
Kugelfl~ichenfunktionen - nur ftir hochsymmetrische Anordnungen der Liganden. 
Insbesondere sollen alle Liganden gleich und (wenigstens n~iherungsweise) als 
Punktladungen auffal3bar sein. Wir hoffen abet, dab das Verfahren auch bei solchen 
Koordinationsverbindungen Dienste leisten kann, bei denen wenigstens die 
Ligatoren die obigen Bedingungen erfiillen, aul3erhalb aber noch Chelatringe oder 
andere symmetrieerniedrigende Gruppen vorhanden sind. 

Fiir den praktischen Gebrauch der Methode hat man ein Computer-Programm 
zur Berechnung yon Lrberlappungsintegralen gem/ig den Erlguterungen zu 
Formel (22) zu modifizieren. Wir hoffen, dab das Verfahren wegen seiner Un- 
kompliziertheit der breiteren Anwendung exakterer Methoden dienen kann. 

Dank. Wir danken Herrn Professor Dr. G. Weber (Jena) f'tir die kritische Durchsicht des 
Manuskripts. 

Literatur 

3[. Wolfsberg, M., Helmholz, L.: J. chem. Physics 20, 837 (1952). 
2. Canadine, R. M., Hillier, I. H.: J. chem. Physics 50, 2984 (1969). 
3. Mulliken, R.S.: J. Chim. physique 46, 497, 675 (1949). 
4. Fenske, R.F., Caulton, K.G., Radtke, D.D., Sweeney, C.C.: Inorg. Chem. 5, 951 (1966). 
5. Radtke, D.D., Fenske, R.F.: J. Amer. chem. Soc. 89, 2292 (1967). 
6. Reinhold, J, Hoyer, E.: Proceedings of the XIIIth International Conference on Coordination 

Chemistry, Cracow-Zakopane, Poland, Sept. 14-22, 1970, No. 356. 
7. Schl/ifer, H. L., Gliemann, G.: Einfiihrung in die Ligandenfeldtheorie. Frankfurt am Main: Akade- 

mische Verlagsgesellschaft 1967. 



330 J. Reinhold und E. Hoyer: Dreizentren-Kernanziehungsintegrale 

8. Mulliken, R.S., Rieke, C.A., Orloff, D., Orloff, H.: J. chem. Physics 17, 1248 (1949). 
9. Jaff6,H.H.: J. chem. Physics 21, 258 (1953). 

10. - -  Doak, G.O.: J. chem. Physics 21, 196 (1953). 
11. Richardson, J.W., Nieuwpoort, W.C., Powell,R.R., Edgell, W.F.: J. chem. Physics 36, 1057 (1962). 
12. - -  Powell, R.R., Nieuwpoort, W.C.: J. chem. Physics 38, 796 (1963). 
13. Sugano, S., Shulman, R.G.: Physic. Rev. 130, 517 (1963). 

Dr. J. Reinhold 
Sektion Chemie 
Karl-Marx-Universit~it 
DDR-701 Leipzig, Liebigstrage 18 


